ESPERANZA DE VARIABLES ALEATORIAS

Introduccion

Uno de los conceptos béasicos de la teorfa de la probabilidad es el de esperanza de una variable
aleatoria. Su importancia es comparable con la del concepto mismo de probabilidad de un
evento. De hecho, el concepto de esperanza y el de probabilidad surgieron en forma paralela
cuando, a mediados del siglo XV I, se inicié el Célculo de Probabilidades. Fue Christiaan
Huygens quien introdujo este concepto en su libro Du calcul dans les jeux de hasard, publicado
en el ano 1657. En esa época, Blaise Pascal y Pierre de Fermat habian resuelto algunos
problemas de probabilidad, con métodos que sentarfan las bases para el desarrollo de una
nueva disciplina matematica, el Cédlculo de Probabilidades. Huygens resolvié, con sus propios
métodos, los problemas que antes habian resuelto Pascal y Fermat y algunos otros més.

Uno de los aspectos interesantes de la metodologia utilizada por Huygens es que todas las
soluciones estdn basadas en el cdlculo de esperanzas, lo cual hacfa ver ya que este concepto
podia tomarse como primario, previo incluso al de probabilidad de un evento, y a partir de él
desarrollar la nueva disciplina. La historia no fue de ese modo pues el concepto que prevalecié
como primario fue el de probabilidad. Sin embargo, la historia misma mostraria m&s adelante
que esta dualidad de importancia, entre el concepto de esperanza y el de probabilidad, que se
dio al inicio del desarrollo de la teoria de la probabilidad como disciplina matemédtica, tenfa
fuertes raices pues al evolucionar el concepto de probabilidad, hasta fusionarse con el de
medida en los primeros anos del siglo XX, resulté palpable la estrecha relacién entre ambos
conceptos, de tal manera que, efectivamente, cualquiera de los dos puede tomarse como punto
de partida, quedando inmersos uno dentro del otro. Esto 1iltimo ya no tnicamente dentro
del contexto de la teorfa de la probabilidad, sino dentro del contexto mas amplio de la teorfa
de la medida, donde el concepto de probabilidad corresponde al de medida y el de esperanza
al de integral con respecto a una medida.

Recordemos que si X es una variable aleatoria discreta cuyos posibles valores son xy, xs, . . .,
se define su esperanza de la siguiente manera:

EX] =, 2P [X = x]

En el ano 1654 Pascal y Fermat resolvieron los siguientes dos problemas:

Problema 1. ;Cudntas veces se necesita lanzar un par de dados para que sea mdas favorable
obtener par de seises por lo menos en una ocasion?
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Problema 2 (Problema de la divisién de apuestas). ;Cdémo deben repartirse las apues-
tas en un juego que se interrumpe? Por ejemplo, suponiendo que dos jugadores, P y @,
apuestan 32 pesos cada uno en un juego que consiste de partidas consecutivas, en cada una
de las cuales cada jugador tiene la misma posibilidad de ganarla y quien la gane acumula un
punto, de tal manera que el juego es ganado por quien obtenga primero cuatro puntos, ;como
deben de repartirse las apuestas en caso de que el juego se interrumpa cuando el jugador P
ha ganado dos puntos y @ un punto?

En su libro, Huygens resolvié estos problemas con su propio método, tomando como punto
de partida la siguiente hipétesis, la cual es basicamente una definicién:

En un juego, la posibilidad que se tiene de ganar alguna cosa tiene un valor tal
que, si se posee ese valor, se puede uno procurar la misma posibilidad en un
juego equitativo.

Por un juego equitativo, Huygens entendia un juego que no va en detrimento de ninguno de
los jugadores. Incluye el caso de un juego entre un niimero cualquiera de jugadores en el cual,
o bien todos los jugadores tienen la misma posibilidad de ganar cierta cantidad, o bien cada
uno de los jugadores tiene la misma posibilidad de ganar cierta cantidad que de perderla.

De su hipétesis, Huygens dedujo tres proposiciones, de las cuales, las dos primeras son un
caso particular de la siguiente:

Proposicion 1. Tener iguales posibilidades de obtener ay, as, as, ..., a, tiene un valor de
ai1taz2+az+---+an
- .

Demostracion
Llamemos P a quien tiene iguales posibilidades de obtener ay, as, as, ..., a,. Consideremos
entonces un juego entre P y otros n — 1 jugadores, que llamaremos Qz, Qz, Q4, ..., Qu, en

el cual los n tienen las mismas posibilidades de ganar y cada uno apuesta 4Fdatdatotan,

Quien gane se lleva todas las apuestas, es decir, a; + as + ag + - - - + a,,. Evidentemente, éste
es un juego equitativo. Si, ademads, para cada k € {2,3,...,n}, P acuerda con Qi que, si
alguno de los dos gana el juego, el ganador le dard al otro la cantidad a;. Cada uno de estos
acuerdos es equitativo y no va en detrimento de ninguno de los otros jugadores; asi que el
juego continia siendo equitativo. Si P gana el juego, una vez que entrega lo acordado con
cada uno de los otros jugadores, obtiene a;.Si el juego lo gana Qj, P obtiene aj. Asi que P
tiene iguales posibilidades de obtener a4, as, as, ..., a,, en un juego equitativo.
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Proposicion 2. Tener r posibilidades de obtener a y s posibilidades de obtener b, las posi-

bilidades siendo equivalentes, tiene un valor de TfT*sSb

Demostracion

Llamemos P a quien tiene r posibilidades de obtener a y s posibilidades de obtener b.
Consideremos entonces un juego entre P y otros r + s — 1 jugadores, en el cual los r + s
tienen las mismas posibilidades de ganar y cada uno apuesta ’"?Eb. Quien gane se lleva todas
las apuestas, es decir, ra + sb. Evidentemente, éste es un juego equitativo. Supongamos,
ademads, que P acuerda con cada uno de s jugadores que, si alguno de los dos gana el juego,
el ganador le dard al otro la cantidad b; llamaremos a este conjunto de s jugadores, el grupo
1. Finalmente, supongamos también que, con cada uno del resto de los jugadores, P acuerda
que, si alguno de los dos gana el juego, el ganador le dard al otro la cantidad a; llamaremos
a este conjunto de r — 1 jugadores, el grupo 2. Cada uno de estos acuerdos es equitativo
y no va en detrimento de ninguno de los otros jugadores; asi que el juego continia siendo
equitativo. Si P gana el juego, una vez que entrega lo acordado con cada uno de los otros
jugadores, obtiene a. Si el juego lo gana algin jugador del grupo 1, P obtiene b, mientras
que si lo gana alguno del grupo 2, obtiene a. Como los r + s jugadores tienen las mismas
posibilidades de ganar, P tiene entonces r posibilidades de obtener a y s posibilidades de
obtener b, en un juego equitativo.

Podemos ver que la hipétesis de Huygens es bédsicamente la definicién del concepto de espe-
ranza de lo que se obtiene sobre lo que estd en juego; es decir, la esperanza de una variable
aleatoria definida como lo que obtiene el jugador.

El estudio de problemas con dados lo comenzé Huygens haciendo ver que con un dado se
pueden obtener 6 resultados diferentes, todos igualmente posibles porque se supone que el
dado tiene la forma de un cubo perfecto. Como puede verse, aqui estd la idea de equipro-
babilidad. En seguida hacfa ver que con dos dados se pueden obtener 6 x 6 = 36 resultados
diferentes, también todos igualmente posibles; con tres dados se tienen 36 x 6 = 216 y asi
sucesivamente. Por ultimo, encontré el nimero de resultados, de entre todos los posibles, con

los cuales se obtiene cada una de las diferentes sumas que pueden obtenerse con dos y tres
dados.

Para resolver el problema 1 Huygens razoné de la manera siguiente:

Llamemos A a la apuesta.

Paso 1. Quien juega a un sélo lanzamiento (de dos dados) tiene 1 posibilidad de ganar A y
35 posibilidades de no ganar nada, asi que le corresponde 3—16A.
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Paso 2. Quien juega a dos lanzamientos tiene 1 posibilidad de ganar A y 35 posibilidades
de obtener %A (por el paso 1), lo que le vale:

A+35)(554) 7
36 T (36)? A

Lo que se obtiene como valor es una fraccién ¢ multiplicada por la apuesta A. Lo que decfa
Huygens es que esa fraccién es un cociente de resultados favorables entre el total de posibles
resultados, es decir, es una probabilidad.

Es decir, en el razonamiento de Huygens estd implicita la idea de que sus proposiciones
1 y 2 pueden expresarse no sélo en términos de esperanzas sino también en términos de
probabilidades. En otras palabras, dentro del concepto de Esperanza que definié Huygens
estd contenido implicitamente el concepto cldsico de probabilidad. De aqui se refuerza la
idea que hemos dado ya en el sentido de que dentro del concepto de esperanza que definié
Huygens estd contenido implicitamente el concepto cldsico de probabilidad.

Paso 3. Quien juega a cuatro lanzamientos, gana A si obtiene par de seises en los primeros
dos lanzamientos, si no lo obtiene, gana, por el paso 2, A pero, también por el paso 2,

hay 71 posibilidades de obtener par de seises en los dos prlmeros lanzamientos y (36) —71 =
1,225 posibilidades de no obtenerlo; por lo tanto, en 4 lanzamientos le corresponde:

71
T1A+(1,225) ( SG)QA) — 178,091 4
(36) (36)*

Paso 4. Quien juega a ocho lanzamientos, gana A si obtiene par de seises en los primeros
178,991

cuatro lanzamientos, si no lo obtiene, gana, por el paso 3, WA pero, también por el paso
3, hay 178,991 posibilidades de obtener par de seises en los cuatro primeros lanzamientos y
(36)4 — 178,991 = 1, 500, 625 posibilidades de no obtenerlo; por lo tanto, en 8 lanzamientos

le corresponde:

178,991
178,991A+1,500,625< 8.0 A) _ so9ams16831 4

(36)* (36)°

Continuando este procedimiento, se llega a que quien juega a 24 lanzamientos le corresponde

11.033,126.465,283.976.852,912,127,963,392.284.191 4
(3671 A~ 0,4914A.

Finalmente, quien juega a veinticinco lanzamientos, gana A si obtiene par de seises en el
primer lanzamiento, si no lo obtiene, gana, por el paso anterior:

11,033,126,465,283,976,852, 912 127,963,392,284 191A
(36)*
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Pero, tiene 1 posibilidad de obtener par de seises en el primer lanzamiento y 35 posibilidades
de no obtenerlo; por lo tanto, en 25 lanzamientos le corresponde

A+35(11,033,126,465,283,976,8522,312,127,963,392,284,191 A)
(36)
36

__ 408,611,683,992,293,747,092,011,689,842,522,621,501 ~

Asi que, quien juega a 24 lanzamientos tiene todavia una ligera desventaja, mientras que
quien juega a 25 lanzamientos tiene una ligera ventaja.

Se desconoce si Huygens realizé alguna simplificacion para llegar a la solucién del problema
planteado o si hizo los cédlculos anteriores de la manera descrita, lo cual, en su época, era
bastante laborioso. Una posible simplificaciéon del método de Huygens es la siguiente:

Paso 1. Quien juega a un sélo lanzamiento (de dos dados) tiene 1 posibilidad de ganar Ay
35 posibilidades de no ganar nada, asi que,le corresponde:

1A _ 36-35
36A_ 36

Paso 2. Quien juega a dos lanzamientos tiene 36 — 35 posibilidades de ganar A y 35 posi-
bilidades de obtener 232 A (por el paso 1), lo que le vale:

(36—35)A+(35) (2522 A)  (36)2—(35)? A

36 (36)°

Paso 3. Quien juega a tres lanzamientos, tiene 36 — 35 posibilidades de ganar A y 35
(36)°—(35)° 4

567 (por el paso 2), lo que le vale:

posibilidades de obtener

(36—35) A+ (35) (MA>

2 3_ 3
— (36) (36)°~(35)° 4

(36)°

Continuando con este procedimiento se llega a que, lo que le vale el juego a quien juega a n
lanzamiento estd dado por:

SR A = [1- ()" 4

Para n = 24 y n = 25, se obtiene, respectivamente:

1— (3)* ~ 04914



1— (3)* ~0,5055

Este mismo resultado puede obtenerse de una manera més simple, utilizando el mismo méto-
do de Huygens, considerando lo que corresponde al contrario en lugar de lo que corresponde
al jugador. Este cédlculo serfa como sigue:

En un lanzamiento, el contrario tiene 35 posibilidades de obtener A y 1 posibilidad de no
obtener nada; le corresponde entonces:

35
36A
En dos lanzamientos tiene 1 posibilidad de no obtener nada (si el jugador obtiene par de

seises en el primer lanzamiento) y 35 posibilidades de obtener %A por el primer paso; le
corresponde entonces:

Con el mismo razonamiento se encuentra entonces que en 3 lanzamientos le corresponde
35

(%)3 A; en 4 lanzamientos ( %)4 Ay asf sucesivamente; es decir, en n lanzamientos le corres-
ponde (%)n A. Por lo tanto, al jugador que trata de obtener par de seises en n lanzamientos
le corresponde:

A-(R)"A=[-(%)]4

3
36 36

Este hecho muestra que no siempre la solucién mds simple es la primera que se ocurre e
incluso puede no ser evidente. Lo inmediato o simple de una solucién a un problema requiere,
a veces, de ensayos de solucién y de maduraciéon de determinados conceptos.

Haciendo uso de sus proposiciones, Huygens resolvié el problema 2 para algunos casos par-
ticulares, siguiendo un método recursivo (como lo habia hecho antes Pascal).

Primero observo, al igual que Fermat y Pascal, que la reparticién de las apuestas debe estar
en funcién de los puntos que le faltan a cada jugador para ganar el juego.

Llamando A al total de las apuestas, cuando al jugador P le falta una partida para ganar y
a Q dos, al jugar la siguiente partida hay dos posibilidades, la primera es que P la gane, en
cuyo caso gana el juego y por lo tanto le corresponde toda la apuesta, la segunda es que Q
la gane en cuyo caso P y Q quedan en igualdad de condiciones y debe entonces tocar a cada
uno la mitad de las apuestas, es decir %A. Entonces en el primer caso a P le corresponde A

y en el segundo, %A.



7

Por lo tanto, si el juego se detiene en las condiciones dadas inicialmente, a P le corresponde,

A+ia g 0+1A 1
22 = 2—2A, y a Q, 22 = 2—214

por la proposicién 1,

Cuando a P le falta un punto y a P tres, si se juega la siguiente partida, P puede ganar toda
A+3A
apuesta o bien %A por el primer caso. Por lo tanto a P le corresponde +222 = 213/1 ya Q

1
LA,

Cuando a P le faltan dos puntos y a Q tres (que son las condiciones del problema 2), si se
juega la siguiente partida, P puede quedar faltdndole un punto y tres a P, en cuyo caso le

corresponde Q%A por el segundo caso; o bien, si Q gana esta partida, quedan en igualdad de
7

. . FA+3A
circunstancias y toca a cada uno %A. Por lo tanto a P le corresponde -2~ = %A yaP,

5
5A.

Asi que, si el juego se interrumpe cuando el jugador P ha ganado dos puntos y Q un punto,
a P le corresponde 31 (64) = 44 y a P, 20.

Huygens resolvi6 el problema andlogo cuando se trata de 3 jugadores. Por ejemplo, suponga-
mos que 3 personas estdn jugando a cierto nimero de partidas y que a la primera le falta una
partida para ganar, una también a la segunda y dos a la tercera. Utilizando la proposiciéon
1 dirfamos:

Si el juego continia y la siguiente partida es ganada por la primera persona, entonces a ésta
le corresponde toda la apuesta, llamémosla A, y a las otras no les toca nada; si es la segunda
persona la que la gana, entonces a ésta le toca A y a las otras nada; finalmente, si es la
tercera persona las que la gana entonces quedan en igualdad de circunstancias, tocdndole a

cada una %A. Por lo tanto, si el juego se detiene en las condiciones dadas inicialmente, a la
A+0+1A
3

primera persona le corresponde, por la proposicién 1,
0+0+34 1 A
3 9t

= %A; a la segunda lo mismo

y a la tercera

La proposicion 2 se puede utilizar para resolver el problema de las partidas en el caso en que
cada jugador tenga distintas posibilidades de ganar cada partida, sin embargo Huygens no
hizo esta aplicacién. También la proposiciéon 2 es inmediatamente generalizable al caso de
cualquier nimero n de cantidades ag, ..., a, con posibilidades iguales a ry,...,r,, respecti-
vamente, en cuyo caso el valor del juego resultaria T“‘gi—ﬁzf%, esta generalizacién tampoco
la hizo Huygens.
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Observemos por 1ltimo que el método de Huygens involucra implicitamente el concepto de
Esperanza Condicional.

Consideremos por ejemplo un juego a cuatro puntos que se detiene cuando P ha ganado dos
puntos y Q uno. Nos preguntamos entonces por la proporcién de las apuestas que corresponde
a P, o bien, partiendo de la situacién dada, por el valor del juego para P.

Sea a el total de las apuestas y x el valor del juego para P partiendo de la situaciéon dada.
Si supiéramos cuantas posibilidades tienen P y QQ de ganar, partiendo de la situacién dada,
obtendriamos facilmente lo que le corresponde a cada uno, pues si r es el primer nimero y
s el segundo, entonces, por la proposicién 2, al jugador P le corresponde % y al jugador Q

r+s
sa 3 3 . ra
2% Es decir, el valor del juego para P es x = =t

Como 7 y s no se conocen, lo que hacemos es, partiendo de la situacién dada, suponer que
se juega la siguiente partida, entonces llamando z; al valor del juego para P cuando P gana
la siguiente partida y x5 su valor cuando QQ gana la siguiente partida, usando la proposicién
1, obtenemos & = 232,

Utilizando la terminologfa moderna, estamos considerando los eventos:

A;: El jugador P gana la siguiente partida.

By: El jugador Q gana la siguiente partida.

Entonces, x es el valor del juego para P (i.e. el valor que espera recibir P), mientras que x; y
x5 son los valores del juego para P condicionados a la ocurrencia de A; y B respectivamente

(i.e. esperanzas condicionales). De manera que si llamamos X a lo que recibe P en este juego,

la féormula © = #E22 puede escribirse en la forma:

EX|=FE[X|A]|P(A)+E[X | Bi]P(B)

la cual podriamos llamar la regla de la probabilidad total para esperanzas.



Formulaciéon moderna

En la formulacién moderna de la teoria de la probabilidad, cuando se tiene un fenémeno

aleatorio, se trata de modelarlo mediante una terna (92, <, P), donde 2 es un conjunto, el

cual, para un problema prictico, estd formado por todas observaciones posibles que puedan
hacerse de dicho fenémeno; & es una familia de subconjuntos de €2, cada uno de los cuales es
llamado un evento; P es una funcién definida sobre &, la cual nos dice cudl es la probabilidad
de ocurrencia de cada uno de los eventos.

La familia & debe tener las siguientes propiedades:

a) Qe

b) & es cerrada bajo complementos.

c) & es cerrada bajo uniones infinitas numerables.

Cuando se tienen estas 3 propiedades se dice que & forma una o—4édlgebra de subconjuntos
de 2.

La funcién P debe tener las siguientes propiedades:

a) P (A) > 0 para cualquier A € S.

b) P () =0.

c) P es o—aditiva; es decir, si (A4,),,cy €s una sucesién de elementos de 3, ajenos por parejas,
entonces:

P( ?zo:lAn) ZZlep(An)

d) P(Q) =1.

Cuando se tienen las 3 primeras propiedades se dice que P es una medida. Si ademads se
cumple la cuarta, se dice que P es una medida de probabilidad.

A una terna (€, S, P) que satisface las propiedades anteriores se le llama un espacio de

probabilidad.

Asumiendo que ya se tiene definido un espacio de probabilidad, se define una variable aleato-
ria real como una funciéon X : Q — R tal que:

(X <z]={weQ: X (w) <z} e J para cualquier x € R
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Si X es una variable aleatoria real, se define su funcién de distribuciéon Fy : R — R de la
siguiente manera:

Fy(2) = P[X < 1]

Cualquier funcién de distribucién Fx satisface las siguientes propiedades:

a) Fx es una funcién no decreciente.

b) lim, ., Fx (z) = 1.

¢) lim, .o Fx (z) = 0.

d) Fx es continua por la derecha en cualquier punto x € R.

Al ser Fy una funcién no decreciente, el conjunto de puntos donde es discontinua es a lo
mds infinito numerable y todas sus discontinuidades son de salto.

Si {1, xs,...} es el conjunto de puntos donde Fy es discontinua, se dice que la variable
aleatoria X es discreta si se cumple la siguiente relacion:

Y P X =x]=1

En este caso, Fx crece unicamente mediante saltos y se define la funcién fx : R — [0, 00),
llamada la funcién de densidad de X, de la siguiente manera:

Si Fx es continua en cualquier punto x € R, se dice que la variable aleatoria X es continua.

Si X es una variable aleatoria continua, con funcién de distribucién Fy, se dice que X es
absolutamente continua si existe una funcién fx : R — [0, 00), llamada funcién de densidad
de X, tal que:

)= ["_fx(y)d

En los cursos y libros de probabilidad de nivel licenciatura, se define la esperanza de una
variable aleatoria linicamente para el caso discreto y el absolutamente continuo.

En el caso discreto, si la serie ) | _p |7| fx (z) es convergente, se define:

E[X] =2 ertfx (2)
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Mientras que en el caso absolutamente continuo, si la integral ffooo |z| fx (z) dz es finita, se

define:
EX] = [7 xfx (z)dz

Esto constituye una limitacion y lleva a enunciar resultados que, rigurosamente, estdn mal
planteados. Por ejemplo, Si X es una variable aleatoria absolutamente continuay g : R — R
es una funcién tal que g (X) = g o X es una variable aleatoria, se calcula su esperanza de la
siguiente manera:

Elg(X)] = [ g(2) fx (z) dx

El problema con esta férmula consiste en que la variable aleatoria g (X) podria no ser ni
discreta, ni absolutamente continua y entonces su esperanza no estarfa definida.

Otro problema que se presenta al contar tdnicamente con las definiciones anteriores de la
Esperanza de una variable aleatoria consisten en que algunas demostraciones se complican
bastante; por ejemplo, simplemente el demostrar que E [X + Y| = E[X] + E [Y], para una
pareja de variables aleatorias X y Y, no es una trivialidad en el caso absolutamente continuo
ya que para evaluar E [X + Y] se requerirfa encontrar una funcién de densidad de X + Y.

Para trabajar con el concepto de esperanza es necesario contar con una definicién que se
aplique a cualquier variable aleatoria y no tinicamente a las discretas o a las absolutamente
continuas.

Es precisamente por problema de este tipo, y otros més relevantes, que resulta més conve-
niente y riguroso trabajar con la teorfa de la probabilidad utilizando la teorfa de la medida.
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Definicién general de la Esperanza

En esta parte asumimos que tenemos definido un espacio de probabilidad (2, S, P).

Como queremos tratar con el paso al limite, se hace necesario trabajar con el conjunto de
los nimeros reales extendido, agregandole a R dos elementos, co y —oo, con las siguientes
convenciones:

Si ¢ € R, entonces:

—00 < <X

c—00=—00

c+ 00 =00

c(o0)=00sic>0

c(o0) =—o0sic<0
(0) (00) = (0) (=00) =0
£- -0

(00) (00) = 00 4 00 = 0

00 — 00 € % no estan definidos.

Al conjunto de los nimeros reales extendido lo denotaremos por R.

Con este agregado, una variable aleatoria serd entonces una funcién X : Q — R tal que
[X < z] para cualquier x € R.

También, es conveniente completar el espacio de probabilidad (2, S, P) de tal manera que
cualquier subconjunto de un conjunto de probabilidad cero sea parte de la o—élgebra .

Hay un resultado que resulta central para trabajar con variables aleatorias en general, el
cual asegura que cualquier variable aleatoria no negativa se puede aproximar mediante una
sucesién no decreciente de variables aleatorias discretas no negativas, cada una de las cuales
toma valores en un conjunto finito.

Definicién 1. Diremos que una variable aleatoria discreta es simple si el conjunto de sus
posibles valores es finito.
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Si {ay,...,a,} es el conjunto formado por todos los distintos posibles valores no nulos de
una variable aleatoria simple ¢ y, para k € {1,...,n}, definimos:

By ={w e Q: p(w) = ar}

entonces los conjuntos F1, ..., F, pertenecen a la c—dgebra &, son ajenos por parejasy ¢ =
> r1 axlE, . Esta ultima expresion serd llamada la representacién canénica de .

Teorema 1. Sea X : Q2 — R una variable aleatoria no negativa, entonces existe una suce-
sion no decreciente de variables aleatorias simples no negativas ¢, : 0 — R tales que
lim,, . ¢, (W) = X (w) para cualquier w € €.

Demostraciéon

Para cada n € N, definamos:

m—1 i m=1 ~ m n
o (W) = b sl e < X(w) < gryme{l,2,...,n2"}
n si X(w) >n

Si X (w) = o0, entonces ¢,,(w) = n para cualquier n € N, asi que:

0, (W) <@, (W) vy lim, e @, (W) =00 = X(w).

Si X(w) < n para alguna n € N, sea m el tinico nimero natural tal que ”’é;l < X(w) < g
Entonces, como ¢, (w) = %=1, se tiene:

X(w) — 55 < ¢, (w) < X(w), asf que lim,,_.o ¢, (w) = X (w).

Ahora bien, como 2(2”7?;1) < X(w) < 2%, se tiene que:

2m—2 2m—1
S < X(w) < S

o bien:

En el primer caso, se tiene:

En el segundo, se tiene:



14
Ast que, en cualquier caso, ¢, (w) < ¢, (w).

Asf que, ¢,, es una sucesion no decreciente de variables aleatorias simples no negativas tales
que lim,, ., ¢,,(w) = X (w) para cualquier w € .

Definicién 2. Si ¢ es una variable aleatoria simple no negativa con representacion candnica
o=, aplg,, se define la integral de @, fQ wdP, de la siguiente manera:

JowdP =325 axP (Ey)

Definicién 3. Si X es una variable aleatoria no negativa, se define la integral de X, con
respecto a la medida P, fQ XdP, de la siguiente manera:

Jo, XdP =sup { [, ¢dP : ¢ es una variable aleatoria simple y 0 < ¢ < X }

Obsérvese que el conjunto
{ Jo@dP : ¢ es una variable aleatoria simple y 0 < ¢ < X }

no necesariamente estd acotado, de manera que estamos considerando que, en ese caso, el
supremo del conjunto lo definimos como oo.

Definicién 4. Si X es una variable aleatoria no negativa, se define su integral sobre un
conjunto E € S, | p XdP, de la siguiente manera:

[z XdP = [, XIpdP

Definicion 5. Si X es una variable aleatoria no negativa, definimos la esperanza de X,
E[X], de la siguiente manera:

E[X]= [, XdP

Definicién 6. Diremos que la variable aleatoria X tiene esperanza finita si E[|X|] < oo.
En ese caso definimos su esperanza de la siguiente manera:

E[X]=E[X*] - E[X"]

donde X y X~ son la parte positiva y negativa de X, respectivamente.



15

Con esta definicién de la esperanza de una variable aleatoria se pueden demostrar las si-
guientes propiedades:

Proposicion 3. Sean X y Y dos variables aleatorias no negativas, entonces:

a) E[aX +bY] = aE [X] + bE [Y] para cualesquiera nimeros reales a y b no negativos.

b) Si X <Y entonces E [X]| < E[Y].

c) E[X]=0siysélosi P{we Q: X (w)>0}=0.

d) Si £ [X] < oo, entonces X es finita excepto a lo més en un conjunto de probabilidad cero.

Proposicion 4. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita, entonces:

a) Para cualquier nimero real ¢, cX tiene esperanza finita.

b) [E[X]] < E1X]]

Si X y Y son dos variables aleatorias, X +Y podria no estar definida para algunos elementos
w € ) ya que toman valores en K; pero, si tanto X como Y tienen esperanza finita, entonces
X +Y estd bien definida, excepto a lo més en un conjunto de probabilidad cero. En este caso,
haremos la convencién de definir X (w) +Y (w) = 0 cuando X (w) + Y (w) no esté definida.
Esto no altera de valor de las esperanzas de X y Y ya que son finitas excepto a lo mds en
un conjunto de probabilidad cero.

Proposicion 5. Sean X y Y dos variables aleatorias de esperanza finita, entonces:
a) E[IX+Y]=FE[X]+E[Y]
b) Si F [XIg| > 0 para cualquier conjunto E € <, entonces:
PlweQ: X(w)<0}=0
c) Si B [X1g] < E[YIg] para cualquier conjunto F € S, entonces:
Plwe: X (w)>Y (w)}=0

d) Si F [X1g] < E[YIg] para cualquier conjunto F € <, entonces:

P{lweQ: X (w)#Y (w)}=0
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e) Si Xi,...,X, son n variables aleatorias independientes de esperanza finita, entonces
[1;—, X también tiene esperanza finita y:

E [HZ:1 Xk] = szl E [Xk]

Ademads, se tienen los teoremas de convergencia, los cuales permiten un manejo mas simple
de la Esperanza:

Teorema de la convergencia monétona. Si (X,,), .y €s una sucesiéon no decreciente de
variables aleatorias no negativas, entonces:

E [lfim,_, X,] = lim, ..o E [X,,]

Teorema de la convergencia dominada. Si Y es una variable aleatoria no negativa de
esperanza finita y {X,}, . es una sucesién de variables aleatorias tales que |X,| < Yy
lim,, ., X,, existe excepto a lo mds en un conjunto de probabilidad cero y X es una variable
aleatoria tal que X = lim,, .., X,,, donde este limite existe, entonces, X tiene esperanza finita

y:
E[X] =1lim, . lim, .o F[X,)]

Finalmente, la definicién de Esperanza dada en lo expuesto anteriormente es la que se utiliza
para definir el concepto de esperanza condicional de una variable aleatoria X de esperanza
finita dado que se conocen los valores de una familia de variables aleatorias {Y, : v € I'},
donde I'" es un conjunto cualquiera, finito o infinito, concepto que es fundamental en la teoria
de los procesos estocdsticos.



